
P01B. Par�llhloi Algìrijmoi kaÈ Poluplokìthta

O Gr goroc Metasqhmatismìc FourierPapanikol�ou KwnstantØnocmPl∀
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<O Suneq�c Metasqhmatismäc FourierMÐa seir� Fourier eÚnai tä �n�ptugma mi�c periodik¨c sunart sewc

f (x) s�n �peiro �jroisma �mitìnwn kaÈ sunhmitìnwn:

f (x) =
1

2
α0 +

∞
∑

n=1

αn cos (nx) +
∞
∑

n=1

bn sin (nx)ípou gi� n > 0 êqoume:
α0 = 1

π

∫ π
−π f (x) dx

αn = 1
π

∫ π
−π f (x) cos (nx) dx

bn = 1
π

∫ π
−π f (x) sin (nx) dx
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<O metasqhmatismäc Fourier eÚnai mÐa genÐkeush t¨c migadik¨cseir�c Fourier kaÈ eÚnai:
F (ν) =

∫ ∞

−∞
f (x) e−2πiνxdxkaÈ å �ntÐstrofoc

f (x) =
∫ ∞

−∞
F (ν) e2πiνxdν�n kaÈ jètontac ω = 2πν merikoÈ tän gr�foun:

H (ω) =

∫ ∞

−∞
h (t) e−iωtdtkaÈ å �ntÐstrofoc

h (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
H (ω) eiωtdω
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<O Diakritäc Metasqhmatismäc Fourier^Estw tä �nusma ~x =
(

x0, . . . , xN−1
) mà N migadikàc sunistÀsec,tìte å diakritäc metasqhmatismäc Fourier toÜ ~x eÚnai tä �nu-sma ~y =

(

y0, . . . , yN−1
) ípou:

yj =
N−1
∑

k=0

xk · ωk·j
N

, j = 0, . . . , N − 1ípou ωN = e
2πi
N eÚnai � N-ost� prwtarqik� migadik� rÐza t¨cmon�doc dhlad� ωN

N
= 1 kaÈ gi� k�je 0 < j < N êqoume ωj

N
6= 1.Dhlad� ~y = ~x · FN « ~y

T
= FN · ~x

T , ípou FN eÚnai énac N × NpÐnakac mà F
N k+1,j+1 = ωk·j

N

mà 0 ≤ k, j < N . ParathrÀ ítilìgw kataskeu¨c toÜ pÐnaka aÎtoÜ ÊsqÔei FN = F
T

N

.Qreiazìmaste sunolik� N2 pollaplasiasmoÌc (b mata) kaÈ
N2 − N prosjèseic stoÌc migadikoÌc �rijmoÔc. 4



<Upologismäc toÜ pÐnaka FN : GnwrÐzontac íti � mon�da êqei

N prwtarqikàc rÐzec parathrÀ íti �pä tän årismä t¨c di-airèsewc �keraÐwn ÊsqÔei gi� k�poia 0 ≤ m kaÈ 0 ≤ l < N íti

k ·j = m ·N + l êtsi gi� âkjèth stä ωN b�zw tä mod (k · j, N),�foÜ ωm·N+l
N

= ωm·N
N

· ωl
N

=
(

ωN
N

)m
· ωl

N
= 1 · ωl

N
= ωl

N

dhlad�:

F
N k+1,j+1 = ωk·j

N
= ω mod (k·j,N)

N>Epeid� å pÐnakac FN eÚnai summetrikäc ±c präc t�n kÔriadiag¸nio, dhlad� F
N k+1,j+1 = F

N j+1,k+1, ÍpologÐzw mìnot� stoiqeØa gi� t� åpoØa ÊsqÔei j ≤ k, dhlad� t�n kÔriadiag¸nio kaÈ íti êqei �pä k�tw.>AntÐstrofoc toÜ pÐnaka FN : <O �ntÐstrofoc pÐnakac F
−1

NÍpologÐzetai polÌ eÖkola �pä tän FN b�zontac 5



F
−1

N m+1,n+1 = 1
Nω−m·n

N

mà 0 ≤ m, n < N . ^Etsi gi� tä ginìmeno

FN · F
−1

N

êqw gi� tä m + 1, n + 1 stoiqe�io toÜ ginomènou ítiÊsoÜtai mà tä
N−1
∑

k=0

ωk·m
N

· ω−k·n
N

N
=

1

N

N−1
∑

k=0

ωk(m−n)
N>E�n m = n dhlad� tä stoiqeØo brÐsketai st�n kÔria di-ag¸nio tìte 1

N

∑N−1
k=0 ω

k(m−n)
N = 1

N

∑N−1
k=0 ωk·0

N
= 1, �lliÀc gi�k�je �llo stoiqeØo âktäc kurÐac diagwnÐou ÊsqÔei m 6= ntìte jètw p = m−n profanÀc p < N kaÈ sunepÀc ωp

N
6= 1 êtsiêqw 1

N

∑N−1
k=0 ωk·p

N
= 1

N

(

1−ω
p·N
N

1−ω
p
N

)

= 0.EÚnai profanàc íti tä Òdio ÊsqÔei kaÈ gi� tä ginìmeno F
−1

N
·FN .6



L¨mma 1: (J� qrhsimopoihj¨ mìno ítan N �rtioc) ω
N/2

= ω2
N

.>Apìdeixh: ProfanÀc ωN = e
2πi
N kaÈ ω2

N
=

(

e
2πi
N

)2
= e

2·2πi
N .>IsqÔei ímwc 2·2πi

N = 2πi
N
2

kaÈ �pä tän årismä êqoume ω
N/2

= e

2πi
N
2 .^Ara ω

N/2
= ω2

N

.

L¨mma 2: ωd·k
d·N

= ωk
N

.>Apìdeixh: ωd·k
d·N

=

(

e
2πi
d·N

)d·k
=

(

e
2πi
d·N ·d

)k
=

(

e
2πi
N

)k
= ωk

N

.

L¨mma 3: (J� qrhsimopoihj¨ mìno ítan N zugìc) ω
N
2
N = −1.>Apìdeixh: ω

N
2
N =

(

e
2πi
N

)
N
2

= e
2πi
N ·N2 = eπi = cosπ + i · sinπ = −1.7



^Estw ~z di�nusma mà M sunistÀsec ípou M zugìc, tìte mà

~z[0] kaÈ ~z[1] sumbolÐzw t� áx¨c ÍpodianÔsmata toÜ ~z:

~z[0] =
(

z0, z2, . . . , zM−2
)

, ~z[1] =
(

z1, z3, . . . , zM−1
)Dhlad� mà ~z[0] sumbolÐzw tä Ípodi�nusma toÜ ~z poÌ perièqeiílec tÈc zugàc sunistÀsec kaÈ mà ~z[1] aÎtä poÌ perièqei ílectÈc monàc sunistÀsec toÜ ~z.<O FFT basÐzetai st�n áx¨c Êdiìthta: >E�n N eÚnai �rti-oc kaÈ gnwrÐzw toÌc metasqhmatismoÌc Fourier tÀn ~x[0] kaÈ

~x[1] dhlad� ~u = F
N/2

· ~x
T

[0]

kaÈ ~v = F
N/2

· ~x
T

[1]

tìte brÐskw tänmetasqhmatismä Fourier toÜ ~x �pä tän tÔpo:
yj =

{

uj + ωj
N
· vj â�n 0 ≤ j < N/2

uj−N/2 + ωj
N
· vj−N/2 â�n N/2 ≤ j < N 8



_H lìgw l mmatoc 3 â�n b�llw k = j ítan 0 ≤ j < N/2 kaÈ

k = j − N
2 ítan N/2 ≤ j < N êqoume:

yk = uk + ωk
N
· vk â�n 0 ≤ k < N/2

yk+N/2 = uk+N/2−N/2 + ω
k+N/2
N · vk+N/2−N/2 â�n 0 ≤ k < N/2

= uk + ω
k+N/2
N · vk = uk − ωk

N
· vk â�n 0 ≤ k < N/2Dedomènou íti �pä tä l¨mma 1 êqw ω

N/2
= ω2

N

gi� tän �-nadromikä Ípologismä toÜ F
N/2

�pä tän FN , â�n 0 ≤ k, j < N/2êqw:

F
N/2 k+1,j+1 = ωk·j

N/2
=
(

ω2
N

)k·j
=
(

ωk·j
N

)2
=
(

F
N k+1,j+1

)2

>IsqÔei (ω2
N

)k·j
= ω2·k·j

N
= ω

mod (2·k·j,N)
N , gi� 0 ≤ k, j < N/2.<Epomènwc F

N/2 k+1,j+1 = ω
mod (2·k·j,N)

N �ra
F

N/2 k+1,j+1 = F
N 2k+1,j+1 = F

N k+1,2j+1 9



Par�deigma gi� N = 8 êqoume ω8 = e
2πi
8 = e

πi
4 kaÈ gi� �-plopoÐhsh stä sumbolismä b�zw ω = ω8 kajÀc kaÈ �pä täl¨mma 1 êqw ω4 = −1 kaÈ å pÐnakac F8 eÚnai å

F8 =































1 1 1 1 1 1 1 1

1 ω ω2 ω3 −1 ω5 ω6 ω7

1 ω2 −1 ω6 1 ω2 −1 ω6

1 ω3 ω6 ω −1 ω7 ω2 ω5

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1

1 ω5 ω2 ω7 −1 ω ω6 ω3

1 ω6 −1 ω2 1 ω6 −1 ω2

1 ω7 ω6 ω5 −1 ω3 ω2 ω





























êtsi gi� k�je �nusma ~x = (x0, . . . , x7) mà 8 sunistÀsec êqwíti å FFT eÚnai tä ~y = ~x · F8 « ~y
T

= F8 · ~x
T .>EdÀ âpÐthdec dialèqjhke tä 8, giatÈ eÚnai dÔnamic toÜ 2 kaÈj� qrhsimeÔsh ±c par�deigma parak�tw. 10



Gi� tän F4 êqoume ω4 = e
2πi
4 = e

πi
2 kaÈ gi� �plopoÐhsh stäsumbolismä b�zw ω′ = ω4 kaÈ å pÐnakac F4 eÚnai å

F4 =













1 1 1 1

1 ω′ ω′2 ω′3

1 ω′2 1 ω′2

1 ω′3 ω′2 ω′













=











1 1 1 1

1 ω2 −1 ω6

1 −1 1 −1

1 ω6 −1 ω2











dedomènou íti ω′ = ω4 = ω2
8

= ω2.Gi� tän F2 êqoume ω2 = e
2πi
2 = eπi kaÈ gi� �plopoÐhsh stäsumbolismä b�zw ω′′ = ω2 kaÈ å pÐnakac F2 eÚnai å

F2 =

(

1 1
1 ω′′

)

=

(

1 1

1 ω′2

)

=

(

1 1
1 −1

)

dedomènou íti ω′′ = ω2 = ω2
4

= ω′2 = ω4 = −1. 11



OÎsiastik� qrhsimopoiÀ gi� n� brÀ tän F
N/2

�pä tän FN täp�nw �rister� tètarto toÜ FN . Dhlad� tä b�joc tÀn pin�kwneÚnai logN . Sà aÎtä tä par�deigma faÐnetai íti mà éna mìnoÍpologismä toÜ FN êqw ílouc toÌc ÍpoloÐpouc pÐnakec.^Etsi â�n tä N eÚnai dÔnamic toÜ 2, êqw tän áx¨c �lgìrijmoå åpoØoc piä k�tw j� gÐnh par�llhloc sà N âpexergastàc.
12



<O FFT >Algìrijmoc

Recursive-FFT(~x)

1. N = m¨koc toÜ ~x (dÔnamic toÜ 2)

2. >E�n N = 1 gÔrise ~x

3. ~x[0] =
(

x0, x2, . . . , xN−2
) kaÈ ~x[1] =

(

x1, x3, . . . , xN−1
)

4. ~u = Recursive-FFT(~x[0])5. ~v = Recursive-FFT(~x[1]) 13



6. ωN = e
2πi
N kaÈ ω = 1

7. for k = 0 to N/2 − 1(aþ) yk = ~uk + ω · ~vk(bþ) y
k+N

2
= ~uk − ω · ~vk(gþ) ω = ω · ωN

8. GÔrise ~y

14



<O >Epanalhptikäc (M� >Anadromikäc) FFT>Algìrijmoc

Rev(k) (tä k eÚnai �kèraioc stä duadikä sÔsthma)

1. l eÚnai tä m¨koc toÜ k sà bits

2. for r = 1 to

⌈

l
2

⌉

(aþ) >Ant�llaxe tä r − 1 bit mà tä l − r bit st�n duadik��napar�stash toÜ k

3. gÔrise k 15



Bit-Reverse-Copy( ~X, ~Y )

1. N = m¨koc toÜ ~X

2. for k = 0 to N(aþ) YRev(k) = ~Xk

Iterative-FFT(~x)

1. Bit-Reverse-Copy(~x, ~y)

2. N = m¨koc toÜ ~x (dÔnamic toÜ 2) 16



3. for s = 1 to lgN (tä lgN eÚnai p�nta �kèraioc)(aþ) m = 2s (Tä m eÚnai p�nta �rtioc)(bþ) ωm = e
2πi
m(gþ) for k = 0 to N − 1 mà b¨ma m (N/m âpanal yeic)

i. ω = 1

ii. for j = 0 to
m
2 − 1 (m/2 âpanal yeic)Aþ. u = yk+j kaÈ t = ω · yk+j+m

2Bþ. yk+j = u + t kaÈ yk+j+m
2

= u − t = («) u + ωm/2
m

· tGþ. ω = ω · ωm 17



<O Par�llhloc FFT >Algìrijmoc<O âpanalhptikäc (m� �nadromikäc) FFT �lgìrijmoc Iterative-

FFT mpore�i n� gÐnh par�llhloc âkteloÔmenoc �pä tä b¨ma 2sà énan ÍperkÜbo mà N âpexergastàc « sà mÐa petaloÌda mà

N logN âpexergastèc, êqontac ímwc s�n eÒsodo íqi tä ~x =
(

x0, . . . , xN−1
) �ll� tä ~y =

(

xRev(0), . . . , xRev(N−1)

) proerqì-meno �pä t�n Bit-Reverse-Copy(~x, ~y). P.q. gi� N = 8 êqoumetä gnwstä par�deigma toÜ biblÐou.

18



>Efarmog� stän Pollaplasiamä PoluwnÔmwn kaÈt�n SunèlixhVEna polu¸numo bajmoÜ n−1 A (x) =
∑n−1

j=0 αjx
j �naparÐstataimà dÔo trìpouc:

1. S�n éna di�nusma m kouc n tÀn suntelestÀn tÀn monwnÔ-mwn tou α =
(

α0, α1, · · · , αn−1
)

2. S�n �napar�stash shmeÐwn - timÀn dhlad� s�n éna sÔno-lo n diatetagmènwn zeugÀn {(x0, y0) , (x1, y1) , · · · ,
(

xn−1, yn−1
)

}tètoia Áste gi� k�je zeÜgoc n� ÊsqÔh yk = A (xk).Parat rhsh: Gi� n� êqh tä parap�nw sÔnolo n stoiqeØa(diatetagmèna zeÔgh) j� prèpei gi� k�je xj, xk mà j 6= kpoÌ �n¨koun stä {x0, x1, · · · , xn−1} n� ÊsqÔh xj 6= xk 19



>E�n êqw éna polu¸numo p (x) =
∑n−1

j=0 pjx
j bajmoÜ n − 1 kaÈp�rw tÈc n migadikàc rÐzec t¨c mon�doc gi� t�n �napar�stashshmeÐwn timÀn tìte êqw tä áx¨c sÔnolo:

{(

ω0
n
, p
(

ω0
n

))

,
(

ω1
n
, p
(

ω1
n

))

, · · · ,
(

ωn−1
n

, p
(

ωn−1
n

))}ParathrÀ ímwc íti :
p
(

ωj
n

)

=
n−1
∑

k=0

pk

(

ωj
n

)k
=

n−1
∑

k=0

pkωjk
n^Ara gÐnetai profanàc íti:















p
(

ω0
n

)

p
(

ω1
n

)...

p
(

ωn−1
n

)















= Fn ·











p0
p1...

pn−1
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OÎsiastik� âfarmìzetai å metasqhmatismäc Fourier gi� tädi�nusma (

p0, p0, · · · , pn−1
) kaÈ tä polu¸numo p �ll�zei trìpo�naparast�sewc.>Efìson å Fn �ntistèfetai êqw











p0
p1...

pn−1











= F−1
n

·















p
(

ω0
n

)

p
(

ω1
n

)...
p
(

ωn−1
n

)













>EdÀ qrhsimopoieØtai å �ntÐstrofoc metasqhmatismìc Fouri-

er poÌ eÚnai ímwc å Òdioc �lgìrijmoc toÜ FFT �ll� mà �llopÐnaka, giatÈ � ω−1
n

�n¨kei kaÈ aÎt� stÈc n migadikàc rÐzect¨c mon�doc. 21



^Etsi â�n jèloume n� pollaplasi�soume dÔo polu¸numa A kaÈ

B bajmoÜ nA − 1 kaÈ nB − 1 �ntistoÐqwc kaÈ ±c �potèlesmaêqoume éna polu¸numo H bajmoÜ nH − 1 ípou tä nH eÚnaidÔnamic toÜ 2 êqoume tän áx¨c �lgìrijmo:1. Bràc tÈc nH migadikàc rÐzec t¨c mon�doc kaÈ Ípolìgise tÈctimàc tÀn A kaÈ B qrhsimopoi¸ntac tän metasqhmatismä

Fourier.2. <Upolìgise tä H stÈc nH migadikàc rÐzec t¨c mon�doc �pätän tÔpo H

(

ωj
nH

)

= A

(

ωj
nH

)

B

(

ωj
nH

).

3. Bràc toÌc suntelestàc tÀn monwnÔmwn toÜ H �pä tÈctimèc tou stÈc nH migadikàc rÐzec t¨c mon�doc, qrhsi-mopoi¸ntac tän �ntÐstrofo metasqhmatismä Fourier.22



Prosoq : St� polu¸numa A kaÈ B jewrÀ íti êqoun mh-denikoÌc suntelestàc sà íla t� mon¸numa �pä bajmä nA kaÈ

nB �ntistoÐqwc màqri kaÈ bajmoÜ nH−1. AÎtä k�nei dunatätän metasqhmatismä Fourier �foÜ poujen� dàn ÍfÐstatai pe-riorismäc stoÌc suntelestàc tÀn poluwnÔmwn, pìsoi eÚnai« tÐ timàc êqoun.Tä prÀto b¨ma jèlei par�llhlo qrìno O
(

lognH

), tä deÔterob¨ma jèlei par�llhlo qrìno O (1) kaÈ tä trÐto b¨ma jèleip�li par�llhlo qrìno O
(

lognH

). �ra å pollaplasiasmäcpoluwnÔmwn gÐnetai sà qrìno O
(

lognH

).<H sunèlixh p�li eÚnai oÎsiastik� énac pollaplasiasmäc polu-wnÔmwn kaÈ t� A kaÈ B eÚnai dianÔsmata.

23



>AkrÐbeia <UpologismÀn toÜ FFT >AlgorÐjmou<H N-ost� rÐza t¨c mon�doc dàn mporeØ n� Ípologisj¨ �kribÀc�foÜ mporeØ n� eÚnai �rrhtoc �rijmìc. Gi' aÎtì, ítan täprìblhma (eÒsodoc) êqei rhtoÌc �rijmoÔc, (kat' oÎsÐan �k-eraÐouc) tìte êqei nìhma n� gÐnoun oÉ ÍpologismoÈ ±c präc

modulo m, ípou m k�poioc katall lwc âpilegmènoc �kèraioc.Gi� énan �lgìrijmo FFT poÌ � eÒsodìc tou j� eÚnai �kèraioi� âpilog� toÜ m j� prèph n� Êkanopoi¨ �rketàc sunj¨kec.J� prèph tä m n� eÚnai �rket� meg�lo Áste � pragmatik�êxodoc toÜ probl matoc n� mpor¨ n� âxaqj¨ �pä t�n êxodo±c präc modulo m. Dhlad� êstw ~α =
(

α0, α1, · · · , αN/2−1

) kaÈ

~b =
(

b0, b1, · · · , bN/2−1

) kaÈ ~c =
(

c0, c1, · · · , cN−2
) � êxodoc, tìte

m > N ·

(

max
0≤j<N/2

∣

∣

∣αj

∣

∣

∣

)

·

(

max
0≤j<N/2

∣

∣

∣bj

∣

∣

∣

)

24



poÌ shmaÐnei íti k�nontac tÈc pr�xeic stän �lgìrijmo êqoume

m > 2 ·

(

max
0≤j<N−1

∣

∣

∣cj

∣

∣

∣

)

⇐⇒
m

2
>

(

max
0≤j<N−1

∣

∣

∣cj

∣

∣

∣

)

poÌ shmaÐnei íti tä cj = if
(∣

∣

∣c′j

∣

∣

∣ <
∣

∣

∣c′j − m
∣

∣

∣

)

then c′j else
(

c′j − m
)ípou c′j eÚnai � êxodoc modulo m.Pràpei n� brej¨ éna m ±c präc tä åpoØo tä N n� eÚnai �n-tistrèyimo, �foÜ tä 1/N qrei�zetai stän Ípologismä toÜ

F−1
N

kajÀc kaÈ éna ωN poÌ n� eÚnai � N-ost� prwtarqik�rÐza t¨c mon�doc. AÎtä dàn eÚnai dÔskolo ítan tä N kaÈ tä

ωN > 1 eÚnai dun�meic toÜ 2. ^Etsi jètw m = ω
N/2
N + 1 poÌeÚnai perittäc kaÈ tä N �rtioc �ra tä N eÚnai �ntistrèyimo±c präc modulo m. 25



ParathrÀ íti ω
N/2
N = m − 1 ≡ −1 mod m kaÈ sunepÀc ωN

N
≡

(−1)2 ≡ 1 mod m. >Epiplèon mà kat�llhlh âpilog� toÜ ωN =

2a (poÌ eÚnai �ntistrèyimo ±c präc modulo m) âxasfalÐzoumeíti 1 < ωp
N

< m − 1 gi� k�je 0 < p < N/2 �ra ωp
N

6= ±1

mod m, â�n N/2 < p < N tìte ωp
N

≡ −ω
p−N/2
N mod m �foÜ

1 ≡ ω
N/2
N · ω

−N/2
N ≡ −1 · ω

−N/2
N mod m �ra ωp

N
6= 1 mod m. Tä

ωN eÚnai N -ost� prwtarik� rÐza t¨c mon�doc modulo m.Tä teleutaÐo poÌ ÍpoleÐpetai eÚnai n� deiqj¨ íti
1

N

N−1
∑

k=0

ωk·p
N

= 0 mod m

26



gi� k�je p mà 0 < p < N (ÊsqÔei sà s¸mata kaÈ sà daktulÐouc�ll� paraleÐpetai � �pädeixh).Gi� n� ÊsqÔoun t� prohgoÔmena qreiazìmaste éna kat�llhlo

ωN = 2a kaÈ âpilègoume
a =

⌈

2

N
log

(

N ·

(

max
0≤j<N/2

∣

∣

∣αj

∣

∣

∣

)

·

(

max
0≤j<N/2

∣

∣

∣bj

∣

∣

∣

))⌉

<

⌈

2

N
logm

⌉

>E�n t� αj kaÈ bj êqoun tä polÌ O
(

Nb
) m¨koc tìte tä m êqeikaÈ aÎtä O

(

Nb + logN
) m¨koc kaÈ tä ωN êqei a m¨koc dhlad��n�logo toÜ O

(

Nb−1 + logN
N

)

≈ O
(

Nb−1
). ParathrÀ íti tä adàn eÚnai �rket� meg�lo �foÜ êqei m¨koc O ((b − 1) logN).>E�n � eÒsodoc êqei m¨koc O (poly (b)) tìte k�je Ípologismäcperièqei �keraÐouc mà O (poly (b)) m¨koc. 27



>AfoÜ loipän mporoÜme n� k�noume pr�xeic (par�grafoc 1.2,2.3) sà par�llhlo qrìno O (logN) qreiazìmaste par�llhloqrìno O
(

log2 N
) gi� t�n sunèlixh dÔo dianusm�twn, gÐnetaiímwc kaÈ sà par�llhlo qrìno O (logN) â�n parathr soumeíti tä ωN eÚnai dÔnamic toÜ 2 kaÈ âfìson � �napar�stasheÚnai stä duadikì, mporoÜme n� fti�xoume énan pollaplasi-ast� (bit âpexergast�) sà k�je âpexergast� poÌ n� k�nhkat' eÎjeÐan ælÐsjhsh tÀn bit �rister�, mà �n�logo trìpo �prìsjesh gÐnetai sà O (1) qrìno (par�grafoc 1.2.3).BebaÐwc sà k�je ândi�meso st�dio gÐnetai p�nta �nagwg�±c präc modulo m. AÎtä eÚnai eÖkolo n� gÐnh �foÜ 2aN/2 ≡

−1 ( mod m), ípou m = ω
N/2
N +1 kaÈ ωN = 2a. <Epomènwc k�je�kèraioc m kouc k mporeØ n� graf¨ ±c �jroisma « diafor�

⌈

2k
aN

⌉ (å kajènac m kouc aN
2 = blogmc modulo m). 28



^Etsi mporoÜme n� �n�goume t�n Ípologizomènh tim� sà k�-je b¨ma sà �jroisma « diafor� dÔo �keraÐwn m kouc blogmc

modulo m dhlad , sà stajerì qrìno.Stä tèloc å pollaplasiasmäc mà tä 1/N modulo m eÚnai p�lieÖkoloc �foÜ ωN
N

= 2aN ≡ 1 mod m �ra N−1 ≡ 2aN−logN

mod m, �ra å pollaplasiasmäc mà 1/N modulo m gÐnetai màmetakÐnhsh dexi� aN − logN = O (logm) bit.Prèpei n� gÐnoun kaÈ k�poiec metatropàc sunolikoÜ qrìnou

O (logN) gi� t�n âmf�nish tÀn �potelesm�twn. Dhlad , �metatrop� tÀn O (logm) m kouc eÊsìdwn qrei�zetai O (logN)

bit b mata mà éna pl¨rec duðadikä dèndro mà O (logN) fÔlla,âdÀ k�je eÒsodoc êqei m¨koc O (m) kaÈ mporoÜme n� mei¸-soume k�je tim� ±c präc modulo m sà O (logN) b mata prosjè-tontac « �fair¸ntac tä m tä polÌ O (1) forèc. 29



Qreiazìmaste Θ(logm) bit âpexergastàc gi� tÈc f�seic toÜÍpologismoÜ stä b¨ma 1 kaÈ parembol¨c (interpolation) stäb¨ma 3 kaÈ Θ
(

log2 m
)

bit âpexergastàc gi� t�n f�sh toÜ pol-laplasiasmoÜ toÜ b matoc 2. Tä teleutaÐo írio mporeØ n�gÐnh kaÈ sà O (logm log logm) ípwc j� fan¨ st�n ápomènhpar�grafo 3.7.4 >Efarmog� stän Pollaplasiasmä >AkeraÐwn.
30



>Efarmog� stän Pollaplasiasmä >AkeraÐwnParathr¸ntac piä prosektik� tän pollaplasiasmä �keraÐwnkaÈ poluwnÔmwn mporoÜme n� pollaplasi�soume 2 �keraÐoucm kouc N sà qrìno O
(

N log2 N log logN
), mà qr sh oÎr�c åqrìnoc mei¸netai sà O (N logN log logN).^Etsi mporÀ n� pollaplasi�sw 2 �keraÐouc m kouc N mon-

dulo 2N +1 gi� k�je N toÜ tÔpou N = 2δβ ípou δ kaÈ β eÚnai�keraÐoi kaÈ β ≤ 4 logN + 2 (dhlad� tä N eÚnai mikrä pol-lapl�sio mi�c dun�mewc toÜ 2).^Estw a, b eÚnai 2 �kèraioi m kouc N kaÈ jèloume n� toÌcpollaplasi�soume mondulo 2N + 1 ípou tä N ÊkanopoieØ t�parap�nw. ^Estw loipän r mà √ N
logN < r ≤ 2

√

N
logN kaÈ s = N/r.31



^Etsi qwrÐzw toÌc a, b sà r mplìk m kouc s êkasto kaÈ toÌc�naparistÀ mà 2 polu¸numa:
a = a (x) =

r−1
∑

j=0

ajx
j , b = b (x) =

r−1
∑

j=0

bjx
j

ípou x = 2s kaÈ t� aj, bj êqoun m¨koc s. ^Etsi gi� tän Ípol-ogismä toÜ ginomènou tÀn a, b ÍpologÐzw tä
ab = c (x) =

2(r−1)
∑

j=0

cjx
j

mà x = 2s kaÈ

ck =
k=j1+j2
∑

aj1bj2mà 0 ≤ k ≤ 2r−2, kaÈ �pä âdÀ kaÈ pèra qrhsimopoiÀ toÌc pro-hgoumènouc �lgorÐjmouc �foÜ å Ípologismäc toÜ (c2r−2, · · · , c0
)32



eÚnai � sunèlixh tÀn (ar−1, · · · , a0
) kaÈ (br−1, · · · , b0

).<Wstìso å �lgìrijmoc j� ªtan piä �potelesmatikìc, â�n m-poroÔsame n� mei¸soume tän âkjèth kat� énan par�gonta 2.ParathroÜme íti xr = 2rs ≡ −1
(

mod 2N + 1
) êtsi loipänpràpei n� deiqj¨ íti

ab ≡ d (x) =
r−1
∑

j=0

djx
j
(

mod 2N + 1
)

ípou

dk = ck − ck+r =

k=j1+j2
∑

aj1bj2 −
k+r=j1+j2

∑

aj1bj2kaÈ mà prosektik� �llag� t°n deiktÀn êqoume
dk =

k
∑

h=0

ahbk−h −
r−1
∑

h=k+1

ahbr+k−h 33



gi� 0 ≤ k ≤ r − 1.Tä di�nusma (dr−1, · · · , d0
) lègetai �rnhtik� kekalummènh sunèli-xh (�dìkimoc íroc toÜ negative wrapped convolution) tÀn (ar−1, · · · , a0

)kaÈ (br−1, · · · , b0
).J� Ípologisj¨ � �rnhtik� kekalummènh sunèlixh tÀn (ar−1, · · · , a0

)kaÈ (br−1, · · · , b0
) ±c präc modulo 2t + 1 ípou t j� eÚnai tämonadikä �kèraio pollapl�sio toÜ r stä di�sthma

2s + log r + 1 < t ≤ 2s + log r + 1 + rTä dk eÚnai tä �jroisma « � diafor� ginomènwn �keraÐwn m -kouc s-bit kaÈ eÚnai �rket� meg�lo gi� kat' eÎjeÐan Ípolo-gismä t¨c tim¨c tou modulo 2t + 1 gi� k�je k mà 0 ≤ k < r.Tä t eÚnai t¨c morf¨c 2σβ mà β ≤ 4 log t+2 �foÜ eÚnai �kèraiopollapl�sio toÜ r. 34


